(fﬁnﬁ MA2221 Sept.-dic. 2006

Universidad Simén Bolivar COMPLEMENTOSY EJERCICIOS
Depto. de Matematicas [ Claudio Margaglio]
Purasy Aplicadas

POLINOMIOS

E71. En Bachillerato y en e curso de MAT1111 se define aveces un polinomio como
"unafuncion raciona enterd" es decir unafuncion R—R cuyaley de correspondencia
actia por medio de las operaciones de sumaagebraicay multiplicacion.

Explique por qué esta definicidn no es conveniente para definir un polinomio con
coeficientes en un cuerpo cuaquiera.

E72.- Proporcione giemplos de : un cuerpo K y un polinomio no nulo, f, de manera que
f represente lafuncion nulaK—K.

E73.- En cadauno de los siguientes casos, exprese e maximo comun divisor delos
polinomios indicados como combinacién linea de los mismos,
atitulo degemplo:

Sean, en Zg[X] , a=x2-1, b=x2+x, c=x3-x2 ;
(a b, ©)=1 = (-1)(2x2+2x+1)a-2b+(-3x-1)cC.
a) enZ7[x] , a=x2-1, b=x2+x ;

b) en Z3[x] , a=x3-1, b=2x2-2x ;

c) en Z7[x] , a=x2+2x+1, b=x4+x3 ;

d) en Zo[X] , a=x2-1, b=x2+x, c=x3-x2 .

E74.- Halle todos | os polinémios monicos irreducibles de segundo grado :
a) En Z[x] ;

b) En Z3[x] ;

c) En Zg[x] .

E75.- demuestre que paratodo primo p hay exactamente ™5~

irreducibles de segundo grado en Zp[x].
[sugerencia: cuente el nimero de polinomios ménicos reducibles de segundo grado]

p(p ) polinomios monicos

E76.- En Zo[X], i)halelos dos polinomios monicosirreduciblesde grado 3 ;
ii) Halle los tres polinomios monicos irreducibles de grado 4.

E77.-Sean a, b, ¢, d, f polinomios ménicos, irreducibles, degrado>1 en Z7[X] ;
demuestre sin usar € teorema de factorizacién Unica que es imposible que abc=df .

E78.- El teorema fundamental del dgebraafirmaque:

" en e dominio deintegridad C[x] de los polinomios con coeficientes compl g os,
todo polinomio de grado > 1 tiene almenosun cero ;

i) admitiendo & teorema fundamental del algebra, demuestre que todo polinomio
con coeficientes comple os se factoriza en producto de factores de primer grado;
i) factorice en producto de factores de primer grado a cada uno de los siguientes
polinomios, en C[Xx] :

iia) x2+3x+1 ;iib) 2x4-2; iic) x4+x2+1 ; iid) x3+x-2 ;iie) 3x6-3
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E79.- Demuestre que lafuncion ¢ : C—C que asocia atodo nimero complejo su
conjugado, [ esdecir : c(at+ib)=a-ib ] s un isomorfismo de cuerpos.

[ Nota: unafuncion c, cuyo dominio y codominio son anillos [en particular cuerpos], se llamaun
homomorfismo si y sdlo si c(x+y)=c(x)+c(y) , c(xy)=c(x)c(y) paratoda escogencia de los
elementos x, y en el dominio; un homorfismo biyectivo se llamaisomorfismo ].

E80.- i) Usando € resultado del gercicio anterior, demuestre que si €l nimero

n

complgjo atib es cero de un polinomio f(x):Zakxk con coeficientes reales

k=0
[de manera que e conjugado de g, es el mismo g, ] entonces necesariamente
aib también es cero del polinomio dado;
ii) demuestre que todo polinomio con coeficientes real es se factoriza en producto de
polinomios de grado uno y polinomios de grado 2 con discriminante negativo.
[sugerencia: use el teorema fundamental y la parte i) de este gercicio].

E81.- factorice cada uno de los siguientes polinomios en producto de factores
irreducibles con coeficientes reales:

a) X2+3x+1 ; b) 2x4-2; ¢) x4+x2+1 ; d) x3+x-2 ; €) 3x6-3

Enlacas totalidad de los gercicios siguiente nos ocuparemos de |os dominios de
integridad Z[x] , Q[X] esdecir delos dominios de integridad de |os polinomios con
coeficientes [respectivamente] enterosy racionalesy en particular de las
factorizaciones de | os polinomios en producto de factores irreducibles.

Def.22.- Polinomios primitivos en Z[x].

Un polinomio con coeficientes enteros se llama primitivo sy solo Si sus
coeficientes no nulostienen MCD = 1 (con & convenio de considerar MCD
positivo) , en formaequivaente : s y solo si no existe ningun nUmero primo que
divida atodos los coeficientes del polinomio.

Por gjemplo : 6x2+10x+15 es polinomio primitivo, 3341x3+1573x-2197 no es
primitivo.

E82.- Demuestre que 6x2+10x+15 es polinomio primitivo mientras que
3341x3+1573x-2197 no es primitivo.

E83.- Demuestre € primer lema de pag. 167 del texto de Lindsay Childs:
"@l producto de dos polinomios primitivos es primitivo".

E84.-En lademostracion del lemade Gauss (pag. 167 del texto de Lindsay Childs)
a(x), b(x) son polinomios con coeficientes racionales mientras que s, t son nUMeros
racionales (no necesariamente enteros) tales que los polinomios s.a(x), t.b(x) sean
polinomios [con coeficientes enteros] primitivos;

demuestre con detalle que: st=+1.

E85.- Resuelvalos gercicios El, E2, E4, E5 delas pag. 168-169 del texto.
E86.-Demuestre €l teoremade pag. 168 del texto de Lindsay Childs.

a7
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[sugerencia: recuerde el gemplo 12 delapag. 12 y vealasolucion del gercicio E19 de estaguia).

E87.- Enuncie d criterio de Eisenstein y apliquelo para demostrar lairreducibilidad de
los siguientes polinomios en Q[X] :
i) Xx5+84x3+21 ; i) 2x4+4x3+8x2+12 ; iii) XA+2 ?x

9,3 2
3x+ +45 .

n
E88.- Seac(x):ZCkxk = CytCyX+...+c X" un polinomio de grado n, con coeficientes
k=0

enuncuerpo K y seaae K, cy20 ; demuestre que :
i) f(x) esirreducible s y sdlo s f(x-a) esirreducible ;

ii) f(x) esirreducible si y solo s x”f(%) esirreducible.

E89.- Usando los resultados de los g ercicios anteriores, demuestre que los siguientes
polinomios son irreducibles en Q[X] :

i) X445 ; i) 21x5+84x2+1 ; iii) 6xH+4Ax242x+1 ; iVv) x2+10x+4 ; v) x6+x3+10 .

E90.- Factorice e siguiente polinomio en producto de factoresirreducibles en
QI[X] luego halle un asociado primitivo del mismo y factoricelo en Z[x] :

1 7 4
X4+€9 X3+§ X2+§ X - % . [sugerencia: use el teorema de pag. 168 del texto de Linsay Childs] .

m \' n
E91. Seap un primo y sean a(x)= 2 axk , b(x)= D bxK , c(x)=D,cxk , polinomios
k=0 k=0 k=0

con coeficientes enteros tales que c(xX)=a(x)b(x) ,con m>1,v>1,n>4,
plag,pleg, pley, pley, ples, (b, bo) =1

demuestre con detalle que:

i) grado(c) = grado(a)+grado(b) ;

i) plag;

iii) s todos los coeficientes del polinomio b(x) son mdltiplos de cierto primo, g,
entonces necesariamente todos | os coeficientes del polinomio producto, ¢(x) también
son multiplos de g.

E92. Seapunprimoy seaFp: Z[x]—=Zp[x] lafuncion que asociaatodo polinomio

n
c(x):chxk = Ccgtcyx+...+c X" el polinomio F(c)
k=0

n

definido por 1 Fp(c)(x) = Z[ck] IDxk = [colpH[Cqlpx+...+[Cpl pX™;

k=0
por gemplo, S p=5y ¢(X) = 7+10x+3x2+19x3+30x4+x> entonces
Fp(c)(x) = [2]5+[10]5x+[3]5x2+[19]5x3+[30] sxH+[ 1] 5x°=
= [2]5+[3]5x2+[4]5x3+x> y si no hay peligro de ambigliedad escribiremos
simplemente : Fy(C)(X) = 2+3x2+4x3+x3 .
i) demuestre que Fp es un homomorfismo de anillos.
[ Recuerdelanotaen e gercicio E79 |
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ii) Demuestreque s (p, ¢,)=1y s c=ab es unafactorizacion propia de c entonces
Fp(©)(x) =Fp(@(X)Fp(b)(x) esunafactorizacion propiade Fp(c)(X) ;

iii) Demuestre e corolario de pag. 171 del texto de Lindsay Childs.

iv) Demuestre que € polinomio x4+1 esirreducible en Z[x].
v)Admita conocer la propiedad que en todo cuerpo Zp el producto de dos elementos

que no sean cuadrados es un cuadrado y demuestre que & polinomio x4+1 es
reducible en Zp[x] paratodo primo p.

Sugerencia: observe que

i)s enZp setiene-1= & [esdeir si -1 es cuadrado] entonces

x4+1 = x4 - &= (x2-a)(x2+a) ;

ii) si 2=b2 entonces x4+1 = (x4+2x2+1) - b2x2 = (x2+1+bx)(x2+1-bx);

iii) s -2=c2 entonces x4+1 = (x4-2x2+1) - c2x2 = (x2-1+cx)(x2-1-¢X) ;

Como s ni -1 ni 2 es cuadrado, su producto -2=(-1)(2) es cuadrado, sempre se
cumplird una de las tres factorizaciones consi deradas.

Por eiemplo: en Z3 setiene 1=-2 =22 |uego x#+1 = (x2-1+2x)(x2-1-2x);
en Z5 setiene -1=22 luego x4+1 =(x2-2)(x2+2) ;
en Z7 setiene 2=42|uego x4+1 = (x2+1+4x)(x2+1-4x).

E93. considere e polinomio c(x)=x4+2x2-1y observe queen Zy[x] este polinomio
se escribe en laforma Fo(c)(x)= x4+1=(x2+1)2 ; digajustificando si de esto se puede
deducir que x4+2x2-1 esreducible en Q[x] .

E9.- ResuelvalosgerciciosE1, E2, E3 delas paginas 126 hasta 128 del texto de
Lindsay Childs.

E95.- Resuelvalos gercicios E2 hasta E11 de las paginas 131 hasta 134 del texto de
Lindsay Childs.

E96.- Resuelvalos gercicios E17 hasta E24 de las péaginas 134,135 del texto de
Lindsay Childs.

E97.- ResuevalosegerciciosE4, E5, E8, E9, E11, E12, E14, E15, delas
paginas 168 hasta 172 del texto de Lindsay Childs.

E98.- Dé un gemplo de polinomio con coeficientes reales que se factorice en un
producto de 3 factoresirreducibles en R[x] y en producto de 5 factores irreducibles
en C[x] .

E99.- Digacual es e nimero minimoy cual es el nimero maximo de factores
irreducibles en que puede factorizarse un polinomio de grado 17 en R[X] .
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E100.- Dé un gjemplo de polinomio ménico, con coeficientes enteros que sea
irreducibleen Z[x] pero reducibleen Z,5[X] .

E101.- Averigie (y justifique) si los siguientes polinomios son 0 No Son s
irreduciblesen Q[x] :

) x4+% x3+10x2 + 45 ; ii) 309867.x2+20000123.x+ 4056781.

E102.- Factorice los siguientes polinomios en producto de factores
irreduciblesen Z[x] :
i) 2xHx3+6X24+9x+3 ;i) SXA+xX3+6X2+9x+3 .

Soluciones de los g ercicios desde E71 hasta E102.

SE71, 72. Polinomios diferentes puede que definan lamismafuncion, s € cuerpo tiene
un numero finito de elementos; s e cuerpo K tiene n eementos: &,a,..., &,

entonces por giemplo & polinomio nulo y los dos polinomios (x-ap)(X-a2)...(X-an) ,
(x-a1)2(x-ap)2...(X-an)? representan todos lafuncion nulaK—K .

En el caso particular de que K=Z, (con p primo) , cualquier polinomio c(x) y €l
polinomio ¢(x)+(xP-x)M representan lamismafuncion Zp — Zp.

SE73.- @) (x2-1, X2+x) = x+1 = 1L.(x2+x) + (-1) (x2-1) ;

b) (x3-1, 2x2-2x) = x-1 = 1.(x3-1) +(x+1)(2x%-2x) (en Z3[x] );
C) (X2+2x+1, xHx3) = x+1 = (X2-x+1)(X2+2x+1) +(-1)(x4+x3) ;
d) (x2-1, x24x , x3-x2) = x+1 = 1.(x2-1) + 1.(x2+x) + 0.(x3-x2) .

SE74.,75.- Observemos que en Zp[x] hay p polinomios monicos de grado uno 'y que

hay p2 polinomios monicos de grado 2. Si a niimero total de polinomios monicos de
grado 2 le restamos el nimero de polinomios ménicos de grado 2 que son producto de
polinomios monicos de grado uno, obtenemos e nimero de polinomios moénicos de
grado 2 irreducibles. Hay p cuadrados de polinomios ménicos de grado uno 'y

( g )= w productos de dos polinomios ménicos distintos de grado uno , de manera

gue & numero total de polinomios moénicos de grado 2 reducibles es
p(p-1) _ p(p+1)
pT2 2

y € nimero de polinomios ménicos de grado 2 irreducibles serea

entonces p2- p(%+1) = p(g—l) ; de esto sigue que en Z,[x] hay un polinomio
monico de grado 2 irreducible, en Z4[x] hay 3y en Z[x] hay 10 . Los mencionados
polinomios son :
a) enZ,[x] : xZ+x+1;
b) en Zg[x] : x2+x+2, x2+2x+2, Xx2+1 ;
C) enZg[X] 1 XZx+1, X2+4X+1, X2+2 , X2+X+2 , X2+4x+2

X2+3 |, X242x+3 | X2+3x+3, X2+2x+4, X2 +3x+4 .
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SE76.- Unaposibilidad es de eliminar, del conjunto de todos |os polinomios del tipo
x3+ax2+bx+1 , x4+ax3+bx2+cx+1 aquellos que son reducibles;

Un polinomio de grado 3 esreducible s y sdlo s tiene un cero, lo cual esel caso delos
polinomios : x3+x2+x+1 , x3+1 asi que los dos polinomios irreducibles

de grado 3 son: x3+x2+1, x3+x+1 ;

Un polinomio de grado 4 esreducible si y sdlo si tiene un cero o si es producto de dos
irreducibles de grado 2, de manera que tenemos que eliminar los siguientes:
X4+x3+x2+1 | x4+x3+x+1 , xHx2+x+1 , que tienen un cero y

xHx2+1 = (x2+x+1)2 asi que los tres polinomios irreducibles

de grado 4 son : x4+x3+x2+x+1, x4+x3+1, xH+x+1 .

SE77.- como aesirreducibley divide a producto df, adebe dividir (*) auno delos
dosfactores, por g. d, de manera que sera d=ua con u unitario; luego setiene

abc=uaf (**) = bc=uf lo cua no puede ser ya que e polinomio uf que esirreducible
no puede tener lafactorizacion propiauf = bc;

Observacion importante : s estafuese una pregunta de examen seria obligatorio
justificar los pasos (*), (**) y también justificar el hecho que € producto, uf, de un
unitario, u, por unirreducible, f, esun irreducible.

SE78.- i) SeaP(n) lapropiedad " todo polinomio de grado n se factoriza en producto
de n factores de primer grado™ (tratandose por supuesto de polinomios elementos de C[x] ) ;
P(1) es cierta, siendo todo polinomio de primer grado producto (de un solo factor)

de polinomios de primer grado;

Admitamos ciertala hipotesisinductiva P(k), [ k > 1] , y consideremos un polinomio
c(x) , degrado k+1 ; por €l teoremafundamental del dgebra c(x) tiene amenos un cero,
ak+1, delo cual sigue [justificar '] c(X)=(x-ak+1)9(X) siendo g(x) un polinomio de
grado k [justificar '] ; por hipotesis inductiva g(x)= (ax+ag)(x-ap)...(X-ak) y por lo
tanto o(X)=(X-ak+1)9(X)=(ax+aq) (X-ap)...(X-aK) (X-a+1);

o) X2+ = (s 6 45 - 5) 1 b) 2x4-2 = (X2 k) xH)
iic) x4+x2+1 = (x2+1)2-x2 = (X2+1-X)(X2+1+X) ;

id) x34x-2 = (x-1) (et + o iyt - i
iie) 3x6-3 = (3x-3)(X+1)(X2+x+1)(X2-x+1) =

= (30D 2 e - By B2 030,

SE79.- c( (x+iy)+(u+iv)) = c((x+u)+i(y+v)) =
= (x+u)-i(y+v) = (X-iy)+(u-iv) = c(x+y)+c(utiv) ;

C((x+y)(u+iv)) = c((xu-yv)+i(yu+xv)) = (XU-yv)-i(yu+xv) ;

c((x+y)c(u+iv)) =(x-iy)(u-iv) = (Xu-yv)+i(-yu-xv)= (Xu-yv)-i(yu+xv) .

Hasta ahora hemos verificado que ¢ es un homomorfismo de cuerpos,
fataverificar que c esinyectivay sobreyectiva

C(x+y)=c(utiv) = X-iy=u-iv = X=U, y=v = (x+iy)=(u+iv) luego c esinyectiva,
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paratodo elemento a+ib del codominio de c, setiene at+ib= c(a-ib) luego c es
sobreyectiva.

SE80.- Indicaremos con c(a+ib)= a-ib el conjugado de a+ib y usaremos el hecho que
lafuncion ¢ : C—C un homomorfismo.

n
Sea f(x):Zakxk , sSiendo | os coeficientes gy,a,...,a, NUMero reales,
k=0

de manera que c(a,)=a, .

Si f(at+ib)= 0, entonces 0=c(0) =c(f(a+ib)) G

=c(g(,)ak(a+ib)k) 5 gac(ak(aﬂb)k) 5 Zac(ak)c((aﬂb))k) 5 gaq((a-ib)k 7 f(aib).

(1),(2) por ser c homomorfismo ; (3) por ser g real ; (0), (4) por definicidn def(x).
ii) Teniendo unafactorizacion de un polinomio, f(x), con coeficientes reales en
producto de factores de primer grado, por lapartei) de este gercicio, cadavez que
aparece un factor

del tipo (x-(at+ib)) también aparece otro igual a (x-(arib)) y multiplicandolos se obtiene
(x-a)2+b? , de manera que f(x) = ((x-a)2+b?)g(x) siendo g(x) también un polinomio
con coeficientes reales ; s asu vez g(X) tiene algun factor no real, del tipo (x-(c+id)) se
repite e proceso, poniendo en evidenciaa factor real (x-¢)2+0d2 etc.

Procediendo en estaforma, selografactorizar a polinomio f(x) en un producto de cierto
numero (nulo o positivo) de polinomios reales de segundo grado con discriminante
negativo y cierto nimero de factores reales de primer grado.

[ una demostracion rigurosa se puede elaborar por induccion...]

Paraalgunos gemplos, véase e gercicio siguiente.

SES81.-

. 3,v5,, .3 5
lia) Xx243x+1 = (x+5+ 5 )X +5 - 5 ) ;

iib) 2x4-2 = (2x-2)(x+1) (x-1) (X+i)=(2x-2) (x+1)(x2+1)

1iC) X4+xX2+1 = (X2+1)2-x2 = (X2+1-X)(X2+1+X) ;
i) x3+x-2 = (x-1) (x5 + g ek - g = (X-1)(x2+x+2) ;

iie) 3x6-3 = (3x-3)(Xx+1)(X2+x+1)(x2-x+1) .

SE82.- 6x2+10x+15 es primitivoyaque (6, 10, 15) =1
3341x3+1573x-2197 no es primitivo yaque (3341, 1573, 2197) = 13.

SE83.- Consideraremos aca una demostracion diferente de ladel libro.
Parailustrar laidea, antes de efectuar la demostracion general, analizaremos un
g emplo.

Sean a(X)=ay+ayX+apx2= 6+15x+2x2,

b(X)= bg+byx+byx2+bgx3+bx4+bsx5= 12+3x+3x2+7x3+x4+X5;
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observemos que 3 no divide atodos | os coeficientes de cada uno de los dos polinomios
y d(é| eso deduzcamos que 3 tampoco divide atodos |os coeficientes del polinomio
producto

Cc(X)= cy+Cyx+...+Csx” ; en particular verificaremos que como &, esél primer
coeficiente de a(x) que no es multiplo de 3y b; es el primer coeficiente de b(x) que no
esmultiplode 3

el coeficiente cy,3=C5= agbs+ &b+ abgt+ agh,+ a4bq+ agby no es mdltiplo de 3.

En efecto |os primeros dos sumandos de la formula con la cual se calculacs son
multiplos de 3 [yaque &y, & son mdiltiplos de 3] Yy 10s Ultimos tres sumandos de la misma
formula también son multiplos de 3 [por serlo by, by, by ] ; por otra parte, como 3 es
primo, e sumando a,b; no es mlltiplo de 3 asi que por consiguiente c; no es maltiplo
de3.

Demostremos ahora que si 10s polinomios a(x)=agt+ayX+...+agxs, b(x)=
botbx+...+bxt

son primitivos entonces por consiguiente el polinomio producto c(x)=a(x)b(x) también
es primitivo. Para verificar que e maximo comun divisor de los coeficientes de c(x) es
=1, bastara verificar que paratodo primo , p, existe un coeficiente de ¢(x) que

no es multiplo de p . En efecto, dado un primo, p, por ser a(x) primitivo, existen
coeficientes de a(x) que no son multiplos de p y podemos considerar € coeficiente g, de
menor subindice; anal ogamente sea by, € coeficiente de menor subindice de b(x) que no
es multiplo de p; entonces, con €l mismo procedimiento ilustrado en el gemplo resulta
que Cy+h No esmultiplo de p.

C+h =( @oDant ..+ 8 1bheg) tabnt( 8 qbp gt @ hbg) ; como en el gjemplo, el
tnico sumando que no es multiplo de p resulta ser g/ by, , por lo cua ¢+, NMoO es
multiplo de p.

E84.- f(x) esprimitivo, s, t son nUmeros racionales ; f(x)=a(x)b(x) ;
stf(x)=(s.a(x))(t.b(x)) ; . o

(s.ax)), (t.b(x)) son con coeficientes enteros 'y primitivos, a(x), b(x) son con
coeficientes racionales (no necesariamente enteros).

Observemos que : como (s.a(x)), (t.b(x)) € Z[x], por consiguiente stf(x) € Z[X] ;
como (s.a(x)), (t.b(x)) son primitivos, por consiguiente stf(x) sera primitivo;

como f(x) es primitivo, € nimero raciona st debe ser entero [explique] ;

s fuese st # +1 todos | os coeficientes de stf(x) serian multiplos de st y stf(x) no seria
primitivo, por lo tanto necesariamente st=+1.

E85.- Ejercicio E1 delapag. 168 del texto.

"g r:% € Q, f(x) primitivo, rf(x) primitivoy s a%asfracci on irreducible, entonces
necesariamente b=x1, yaque s f(x)= cgtcix+...+c,x" con ( Cy, Cy,...,C,) = 1 entonces
rf(x) = % Cot % CiX+...+ %cnxn y s b tuviese agun factor primo, p, este no podria ser

factor ni deani detodoslosck y rf(x) no tendria coeficientes todos enteros ni podria
ser primitivo; por lotantor e Z y como f(x) € Z[x] , fueserz +1 rf(x) no seria
primitivo.

Ejercicio E2 delapag. 168 del texto.



@

MA2221 Sept.-dic. 2006

Universidad Simén Bolivar COMPLEMENTOSY EJERCICIOS
Depto. de Matematicas [ Claudio Margaglio]
Purasy Aplicadas

a) primitivo asociado a: %’ x4+6x3+% x2+g X +18 = 1§( % x4+6x3+% x2+g X +18) =

= 24x4+108x3+4x2+81x+324 :
b) primitivo asociado a: 36x3+180x24+ 24x+2 = 7( 36x3+180x2+24x+

7 )=
= 252x3+1260x2+168x+1 .

~-

Ejercicios E4, E5 delas pag. 168-169 ddl texto.

" halle todos los ceros racionales de | os siguientes polinomios: "

Recordemos que |os posibles ceros racional es de un polinomio cy+cyx+...+c,x" con
coeficientes enteros estan representados por fracciones % donde alcy, blc,.

a, b) x3-x+1, x3-x-1;

hay que averiguar con losracionales 1 , ninguno de los cuales es cero

[por lo cua no hay ningun cero racional].

C) x3+2x+10; +1, +2, +5 +10; no hay ;

d) x3-2x2+x+15 ; +1, +3, +5, +15 ; no hay ;

€) x’-7 ;+1,+7; no hay;

f) 2x2-3x+4 ; +1, +2, +4, i% : no hay;

Q) 2x4-4x+3; *1, +3, + % ,* % : no hay.

E86.- ver SE19, pag. 21 de esta guia.

E87.- i) p=7 divide atodos | os coeficientes del polinomio x5+84x3+21 , menosaas,
ademés 72=49 no divide aag=21 , por lo tanto el polinomio esirreducibleen Z[x] y
Qlx] ;

i) 2x4+4x3+8x2+12 es asociado de x4+2x3+4x2+6 en Q[x] (siendo 2 unitario); con
p=2 actlia el criterio de Eisenstein, luego x4+2x3+4x2+6 esirreducibleen Z[x] y Q[X]
eiguamente irreducible es cualquier asociado [explique];

i) x4+ X3+ 0x2+45 es asociado de 21x4+35x3+30x2+045 en el cud actiael
criterio de Eisenstein con p=>5. Por lo tanto e polinomio dado esirreducible.

E88.- i) bastari verificar que f(X) tiene unafactorizacion propias y solo s f(x-a) tiene
una factorizacion propia; en efecto si f(X)=c(x)b(x) siendo c, b polinomios de grados >
1, entonces f(x-a)=c(x-a)b(x-a) es una factorizacién propiade f(x-a) ; inversamente, S
f(x-a)= h(x)k(x) con h, k polinomios de grados > 1, entonces f(x)= h(x+a)k(x+a) es
una factorizacion propiade f(x) ;

ii) Consideremos primero un gemplo:

()= (x-3)(x2+5x+6) ; X3(: -3)( (245 - +6) =(1-3)(L45x+6xD) ;

en general :

si f(x)=c(x)b(x) con c(x)= cy+Cix+...+CsxS, b(X) = by+byx+...+bxt, stt=n,
foz0 [ porlocua cyz0,bg=0] entonces
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XSHE( ) B ) = XS0 £ XLB( =) = ( CxSHexS ... +eg( boxtrbyxt+..+by)

de manera que lafactorizacion dadade f es propias y sdlo s |os grados de los factores
c(x), b(x) son>1, s y solo si los grados de los factores ( cpxS+cixS1+...+¢cy),

( boxt+b,xt-1+.. +by) son > 1 esdecir si y sélo s lafactorizacion de x™( %) €es propia.

SE89.- i) x4+5; Criterio de Eisenstein con p=5 = &l polinomio dado esirreducible;

i) 21x5+84x2+1 = x5+84x3+21 ;

Criterio de Eisenstein con p=7 = € polinomio dado esirreducible;
iii) 6X4+4x242x+1 = X4H+2x3+4%x2+6 ;

Criterio de Eisenstein con p=2 = € polinomio dado esirreducible;
iv) f(x)= x5+10x+4 ; f(x+1) = (XO+5x4+10x3+10x2+5x+1)+(10x+10)+4 =
X2+5x4+10x3+10x2+15x+15 ;

Criterio de Eisenstein con p=5 = € polinomio dado esirreducible;
V) f(X)= x6+x3+10 ; f(x+1)=(x6+6x2+15x4+20x3+15x2+6X+1)+(
x3+3x2+3x+1)+10=
= X6+6x5+15x4+21x3+18x2+9x+12 ;

Criterio de Eisenstein con p=3 = & polinomio dado esirreducible.

SE90.-

19 ., 7 ,,4. 5

x4+€ x3+§ x2+§ X - g esasociado de f(x)= BXH+19x3+14x2+8x -5 ;

Como losdivisoresde 6 son +1, +2, +3, £6, y losdivisoresde -5 son +1, 5,
sigue que posibles ceros racionales de este polinomio son :
1.1 1 5 5 5

+1,+5, £ 5,25, £2, £5, 5, £2

2'73'76'72"73"76"
Ensayando con paciencia, seaveriguaquef(% )=f(- g): Oy dividiendo
[s se quiere con e agoritmo de Ruffini], Se obtiene :

19 ., 7 5,4, 5 1 5
x4+ X343 X2 x - 5 = (x-3) (x+ 5 ) (xZx+1) € Q[X] .

6
Una factorizacion en Z[x] del polinomio primitivo asociado 6x4+19x3+14x2+8x-5
es entonces : (3x-1)(2x+5)(x2+x+1).

2+

k
SE9L- ck= Daby.; .
i=0

1) Observemos que si k > s+t entonces cx=0 ; en efecto s i < k-t entoncesb,; =0
mientrasque s i > k-t entonces i > k-t >sporlocual g =0.

Con un analisis andlogo para el coeficiente Cs+t Se constata que el unico sumando no
nulo resultaser el producto agb; cuyos factores son ambos no nulos por ser
grado(a)=s, grado(b) =t . Queda asi demostrado que grado(a.b)=grado(a)+grado(b) .
ii) cp=agh1+a1bg luego como por hipétesis ag, c1 son multiplos de p sera multiplo de
p también ajbg [=C1 - agh1] y a1 [yaque por hipétesisbg no esmditiplodep] ;
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analogamente de co=agho+aib+aghg [y tomando en cuenta que también a; es
multiplo de p ] se deduce que ap es mltiplo de p 'y por Ultimo de
c3=aghztagbytaphi+aghbp se deduce que aghbp [y por consiguiente ag |

es multiplo dep.

i) S paratodo coefici ente del polinomio b se tiene bj=p.d; entonces

Ck—z&bku Zapdk. pZadk.[ mdltiplodep] .

SE92.-

i) Tenemos que verifi car gue paratoda escogencia de dos polinomiosa, b e Z[X] ,
setiene: Fp(ath) = Fp(a) +Fy(b) ; Fy(ab) = Fp(a)Fy(b) . Enefecto:

¢ Fp(ath) = Fp(a) +Fy(b) ?
consideremos dos pollnomlos a(x)= agtagx+...+a.X", b(x) = bg+bx+...+bx";

[ notan es el mayor de los grados de |os dos poilinomios, de maneraque s por gemplo
fuese grado(b) = m < n simplemente se tomara en cuenta que by,4=...=b, =0

Fp asociael polinomio [ag]+[ay]x+...+[a,]x" a polinomio a, [bg]+[b]x+...+[b,]x"
a polinomiob, [agtbg]+[ay+b,]x+...+[a,+b X" a polinomio atb , de manera que
para comprobar que Fp(at+b) = F(a) +Fp(b) bastara verificar que:

([aol t[ag]x+...+[an] x")+([bg] +[by]x+...+[bp] x"N)= [ag+bo] +[&g +bq]x+...+ [ +bp] X"
y estaigualdad es consecuenciainmediata de las definiciones de

suma de polinomios (1) y de sumaen Z, (2) :

([ag] +[ag]x+...+[an] XM +([bo] +[by] x+...+[b]X") £
= ([ao]+[bol) + ([aq]+[by])+...+([an]+[b[)X" 5
= [agtbo] +[ag+by]x+...+[an+hy]x" .

¢ Fp(ab) = Fp(a)Fy(b) ?

Teniendo en cuenta esta vez la definicién de multiplicacion de polinomios, bastara
verificar que [comparando los coeficientes de los términos de igual grado de los
polinomios F(ab) y Fp(@Fp(b)]

[gbic+asDy 1+ +a0bo] = [l +aul[by 1]+ +a bl ¥ estaigualdad es
consecuenciainmediata de las definiciones de sumay multiplicacionen Z

ii) s c=ab es unafactorizacion propiadel polinomiocy s p no divide a coeficiente del
termino de grado maximo del polinomio ¢ entonces setiene :

por e resultado de lapartei) de este gercicio:

(*)Fp() ()= [Col+[Calx+...+[c]xN = ([ag]+{ay]x+...+[adxS)( [bg] +[bylx+...+[b]xY),
suendo st>1,[c]#0 ycomo c,=ady, siguetambién [a]+0, [b]=0 . Por lo tanto se
tratade unafactonzam on propiade Fp(c)(x) .

iii) En el caso en que e enterom postlvo no sea primo, lapartei) de este gercicio
siguevaliendo igua. En cuanto alaparteii), lahipotesisde que m no dividaac, es
suficiente paraasegurar que ninguno de los dos coeficientes [ag], [by] seanulo, lo cual
asegura que lafactorizacion (*) es propia

Por lo tanto s es cierto que toda factorizacion propiadel polinomio ¢ en Z[X]
proporciona una factorizacion propia en Zm[x] (semprey cuando m no seadivisor del
coeficiente del término de grado méximo dec ) a no existir ninguna factorizacion propia (de la
imagen] del polinomio dado en Zy[X] e polinomio c esirreducibleen Z[x] y en Q[X].
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iv) f(X)=x4+1 ; sea g(x)=Ff(x+1) = x4+4x3+6x2+4x+2 = [por Eisenstein con p=2]
g(X) (y por consiguientef(x) ) esirreducible.
V) lasugerencialo explicatodo.

SE93.- NO . El polinomio dado esirreducible en Z[x] como se puede averiguar
considerando g(x+1) = (x+1)4+2(x+1)2-1 = x4+4x3+8x2+6x+2 y aplicando el
criterio de Eisenstein con p=2. Observe que s acaso el polinomio hubiese resultado ser
reducible, esto no hubiese sido consecuencia del hecho que [suimagen] en Zo[x] fuese
reducible.

SE94.- Ejercicio E1 de pag. 126 del texto de Lindsay Childs:

"usando & teorema de Fermat, hallar paratodo primo p dos polinomios que definan la
mismafuncionZp— Zp "

Por el teorema de Fermat setiene (en Zp) : aP=aparatodoae Zp; por consiguiente

los dos polinomios: x , xP definen la mismafuncién.
Ej ercicio E2 de pag. 128 del texto:

" paracuales primos, p, los dos polinomios f(x) = x6+2x2+x , g(x) = x9+8x3+x
definen lamismafuncion Zp— Zp ?"
Si f, g definen IamlsmafunC|on dpeberaser f(1)=g(1) , esdecir 4=10, lo cud es
posblesu y solosi [4],=[10], < [6],=0 < p[6 < p=203; estaespor lo tanto una
condicién necesaria.
En € caso deZ, , como f(0)=g(0) la condicion resulta evidentemente también suficiente;
En & caso de Z3 fataaveriguar s f(2)=g(2) [modulo 3] y en efecto tenemos :
f(2)-9(2) = (64+8+2)-(512+64+2)= - 504 3 0

Nota : hubiésemos podido simplificar un poco las cuentas usando el teorema de Fermat.

Ejercicio E3 de pag. 128 ddl texto:

"demuestre que un polinomio ¢(x)e K[x] tcon coeficientes en un cuerpo K tiene
inverso multiplicativos y sdlos sugradoes=0"

Como grado (pa) = grado(p)+grado(q), [ ver partei) del gercicio E9L | s ptiene
inverso, q, deberaser grado(p)+grado(q) = grado(1) = 0 lo cua esposible
[temendo que ser p, g polinomios no nulos] Si 'y s0lo s @mbos tienen grado cero; por otra
parte s p tiene grado cero entonces p es una constante no nuladel cuerpo K y por lo
tanto tiene inverso multiplicativo.

SE95.-Ejercicio E2 de pag. 131 ddl texto:
"divisibilidad de f(x)= x4+x3+x+4 por (x-3)" :
Trabgando en un cuerpo, podemos usar € teoremadel resto y obtenemos que €l resto
deladivision esf(3)= 115 =5.23 . Esto implicaque en Q[X]
[ y por consiguienteen Zx] ¢, por qué ?] x-3 no divide af ;
tampoco lo divideenZp, , s p#5, pz23;
Aungue Z4 no seaun cuerpo podemos igualmente aplicar el teoremadel resto ala
divison def por x-3 ya que x-3 esmonico asi que no tendremos que efectuar ninguna
divisény resultaque en Z4[x] tampoco x-3 divide af.
Ejercicio E3 de pag. 131 dd texto:
"Hallar todos |os enteros positivos[ m >1] talesque en Zy[X]
x3+1 dividaaf(x)=x>+x3+x2-9"
Setiene x5+x3+x2-9 = (x3+1)(x2+1) - 2x2-12 , por lo cual el Gnico esm=2.
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Ejercicio E4 de pag. 132 dd texto:

" En € algoritmo de Euclides, aplicado ados polinomiosf, g € K[x] , € dltimo resto no
nulo es un maximo comun divisor def, g"

Lademostracion es cas practicamente la misma que parael maximo comun divisor de

dos enteros no nulos, con agunas modificaciones : en ladivision de polinomios € resto

siempre debe tener grado estrictamente menor que €l divisor y la inica condicion parae

divisor es que sea un polinomio no nulo.

Ejercicio E5 de pag. 132 dd texto:

" g d=(f, g) esun maximo comun divisor obtenido con el algoritmo de Euclides y s a

es cualquier divisor comtn def, g, entonces necesariamente ald "

La demostracion es la misma que para enteros.

Si denotamos f=r1 , g=rp, enlaprimeradivision def por g: ri=r>.q1+r3 y s luego

seguimos con las divisiones: 1, _»=r, .0, »*r siendo (f, g) = dltimo resto no nulo,

observamos que s aes un polinomio que dividef, g [esdecir rq, rp ] entonces

despejando r3 de la primera férmuladeducimos que al r3, luego a saber que adivide
ra, I3, despegjando r4 delasegundaférmulase deduce queal r4 etc. asi siguiendo se
llega.a poner en evidencia que adivide al Gltimo resto no nulo, esdecir al(f, g) .

[ este proceso se puede formular rigurosamente por induccion).

Ejercicio E6 de pag. 133 dd texto:

Para poner en evidencia que (f, g) se puede expresar como combinacion lineal def, g
[estavez con coeficientes polinomiales] basta usar (y justificar) €l algoritmo ilustrado a

final delapag. 9 de estaguia (y comienzo de la pag. 10, que para comodidad del lector

volvemos a copiar a continuacion :

*kkk kk*kkk*

Una segunda alternativa (que resultamejor s se quiere efectuar €l proceso por

medio de un programa de computadora) eslasiguiente :

Construyamos dos sucesiones de niUmeros,

X1, X2,e. , Y1, Y2,... , €N lamanerasiguiente:

x1=1, x»=0, y1=0, yo= 1y apartir del subindice 3, contruyamos

Xj por medio de x;.1 , Xj.» con lamismaformulacon lacual se generar; por medio
deri.1, ri. ylomismo cony; por medio deyi.1, Yi.» atitulo de gemplo, teniamos

rp = Qu1.rp +r3 esdecir : r3=rq- qu.r» luego pondremos

X3= X1- Q1.X2 Y o mismo haremos con lasucesion delas vy; :

Y3=Y1- Q1.y2; en general, paraun genérico subindice k sera:

Xk= Xk-2= Ok-2-Xk-1+ Yk= Yk-2= Qk-2-Yk-1 -

Se puede demostrar entonces por induccién (2aforma), 1o, que paratodo subindice
k, setiene: xx.m + y,.n=ry y por lo tanto, con aquel subindice "k" que corresponde
al ultimo resto no nulo, se obtiene la combinacion lineal buscada.

*kkkkkkhkk*x

Ejercicio E7 de pag. 133 dd texto:

f(x) = x#+2x3- 6x -9, g(X)= 3xH+8x3+14x2+8x+3 ;

(f, 6 = x2+2x+3 = X 2100+ P22 0.

Ejercicio E8 depag. 134 ddl texto:

" Demuestre que sl para tres polinomios no nulosf, g, h setiene:: (f, g)=1, h|f entonces
necesariamente (h,g) =1"

(f,0)=1,hlf = f=f1h y existen polinomios a, b tales que af+bg = 1 ; luego
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1 = af+bg =af1h +bg = (af1)h+bg por lo cua (h, g) = 1 yaque si hubiese algun factor
irreducible, g(x) que divide h, g este dividiriatambién asu
combinacion lineal (af1)h+bg =1.

Ejercicio E9 de pag. 134 dd texto:
" Demuestre que s paratres polinomios no nulosf, g, h setiene:

(f,9)=1, entonces (fh,g) =(h,g) "

Bastara verificar que (fh, g) dividea (h, g) y que (h, g) dividea(fh, g) ;

Esevidente que (h, g) divide a(fh, g) yaque s un polinomio, g, divide h amayor razon
dividirafh;

Para demostrar que (fh, g) dividea (h, g) deberemos usar la hipétesis (f, g)=1 por la
cual existen polinomios a, b tales que af+bg = 1; multiplicando ambos miembros de esta
igualdad por h obtenemos : afh+bgh = h delo cual se desprende que s q dividefth, g
por consiguiente g también divide h.

Ejercicio E10 depag. 134 del texto :

Hallar el MCD : i) en Zo[x] dex2+1,x5+1 :

(X241, x2+1) = x+1 = (x3+X)(x2+1)+1.(x>+1) ;

i) en Zg[x] dex2-x+4 = x2+2x+1 , x3+2x2+3x+2 = Xx3+2x2+2 ;

( X2-X+4 X3+2x243x+2 ) = x+1 = (-2X)(X2-x+4) + 2.(x3+2x2+3x+2) .

Ejercicio E11 depag. 134 del texto:

"Resuelvalas siguientes ecuaciones en Q[X] :

i) P(X)(X2-3x+2)+q(X)(X2+x+1) = 1;

Con € agoritmo de Euclides se obtiene :

21

1,11 X5
75= (2 %+5) (X24+x+1) + ( 4 +E)(X2'3X+2) por lo cua
1= 2%. (-4x+11)(x2+x+1) +(4x+5)(x2-3x+2 ) de manera que

_4x+5 _-4x+11 . L . )
P1(X) =51 g1(x) = 51 Proporcionan unasolucion particular ;

s ahora[ igual acomo se procede trabgando con enteros...]

restamos miembro a miembro las dos igualdades :

(X2-3x+2)p+(x2+x+1)g =1, (x2-3x+2)p;+(x2+x+1)qy =1 ,

obtenemos : (x2-3x+2)(p-py) + (X2+x+1)(g-qq) =0,

(X2-3x+2)(p-pq) = (X2+x+1)(gp-g) Yy tomando en cuenta que los dos polinomios dados
tienen méaximo comuin divisor =1 podemos afirmar que (x2+x+1) | (p-p;) de maneraque
(P-py) = &(X)(x2+x+1) y por consiguiente (dy-q) = a(x)(x?-3x+2).

En definitiva todas |as soluciones de nuestra ecuacion en dos

incognitas polinomiales p, q estan representadas por :

_4x+5

{p=pl+a(x)(x2+x+1) _ p="51 +a(X)(x?+x+1)
G=aa)0EE2) T | g =BT a(x2-3xe2)
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i) AX)p(X)+B(X)g(x)= p(X)(2x3-7Tx2+7x-2)+q(X)(2x3+x2+x-1) =2x-1 ;
Con el algoritmo de Euclides se obtiene :

4x+5 4x 11
2 @) = (B0 + (

)B(X) de donde se obtiene:

(4>2<1-5)A( X) + ( 4x+11

4x+5 4X+11
p1(Xx) = 91 gy(x) = etC.

Observacion : delos r%ultados obtenidos se desprende que la ecuacion i) se generd
multiplicando por 2x-1 laecuacién i)

)B(X) , de manera que una solucion particular es:

SE96.- Resuelvalos gercicios E17 hasta E24 de las paginas 134,135 del texto de
Lindsay Childs.

Ejercicio E17 depag. 134 del texto:

" Demuestre que todo polinomio, f, de grado > 1, con coeficientes en un cuerpo, F, es
producto de uno o mas factores irreducibles "

[sugerencia: induiccion sobre el grado del polinomio, usando el principio de induccion en lasegunda
forma)

Sea P(n) lapropiedad : " todo polinomio de hrado n esirreducible o es producto de
polinomiosirreducibles’.

P(1) es ciertaya que todo polinomio de grado 1 esirreducible.

Nota: s f=ab fuese unafactorizacion propiadef, de maneraque ni ani b pueda ser
unitario, entonces grado(a) > 1, grado(b) > 1 por lo cua grado(f) > 1+1=2.
Supongamos P(n) ciertaparatodontal quel<n<k,conk>1 ;

s grado(f)=k+1y f esirreducible entonces P(k+1) se cumple; s f no esirreducibley
por lo tanto tiene una factorizacion propia: f=a.b entonces necesariamente [ por qué? |
grado(a) < k+1, grado(b) < k+1y por la hipétesis inductivalos polinomios a b son
irreducibles o se factorizan en producto de factoresirreducibles: a=a;...a5, b=b1...b
[cons>1,t>1] y por consiguiente f=ab=(ay...as)(b=b;...by)= producto de factores
irreducibles.

Ejercicio E18 depag. 134 del texto :

" g pespolinomioirreducibley s p divide a producto fg entonces necesariamente p
divide aamenos uno de los dos factores'.

Esta afirmacion es equivalente [ se puede comprobar esto usando "tablas de verdad" (ver
guia opciona de elementos de analisis [6gico")] alaafirmacion siguiente :

"seap un polinomio irreducible; si p divide a producto fgy s p no divide f entonces
necesariamente p divide ag". Demostraremos esto usando € "lema de Bezout" (pag.
133 del texto).

Observemosque s p esirreducibley p no divide f entonces (p, f)=1 yaque s hubiese
algun divisor (irreducible) comun alos dos polinomios p, f este solamente podriaser p,
lo cual no es posible por estar suponiendo que p no dividef.

(p, f)= Limplicala existencia de dos polinomios a, b tales que ap+bf = 1 delo cua
sigue g=g.1 = g(ap+bf) = (ga)p+b(fg) y como evidentemente p divide (ga)p y también,
por hipétesis divide fg, sigue que p divide alacombinacion lineal (ga)p+b(fg) =g.
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Ejercicio E19 depag. 134 del texto :

Demuestre el teorema: " s f=p1...ps=0q1...qt SOn dos factorizaciones del polinomio f en
producto de irreducibles entonces necesariamente : i) s=t , ii) reordenando
convenientemente los factores resultaque paratodo i = 1, 2,...,S pj, ¢i Son asociados.
Sugerencia: demostral o por induccion sobre s.

Seas=1, entoncesf = p1=qy...qt y como €l polinomio irreducible p;. divide a producto
q1...gt deberd necesariamente dividir a amenos un de los factores, que podemos
(cambiando eventualmente el orden) indicar con 1. Podemos escribir entonces g1=ups,
siendo u unitario. Por consiguiente : p1=upz...Gt = 1= uqgp..qt 1o cual no es posible

s fueset> 2 [por qué ?] ; en conclusion setiene[ene caso s=1] :

s=t=1, f=p1=q1;

Supongamos ciertalapropiedad para k (conk > 1)y consideremos el caso :
f=p1...pk+1 = d1...Gt ; como el polinomio irreducible py+1 divide al producto qs...q,
debe dividir aamenos uno de los factores y podemos suponer (cambiando el orden de
los facroes en caso de necesidad) pk+1| Ot , delo cual sigue gi=upk+1, f=p1...pk+1=
g1...Upk+1 = P1..-.Pk = UQ1...Gt-1 ; por hipdtesis inductiva entonces k=t-1 y cambiando
S necesario € orden de los factores:

p1, U1 Son asociados e igualmente po, 4o, ...,Pk, Gt-1Y COMO Gr=Upk+1 , también son
asociados pk+1, Gt - En definitiva: e nimero de factores k+1=t de las dos
factorizaciones es e mismo y con un conveniente orden |os factores son dos a dos
asociados.

Ejercicio E20 de pag. 134 del texto:

"demuestre que si f, g son polinomiosirreduciblesy ménicosy si f|g entonces f=g"
Enefectof|lg = g=fhy por ser f, g irreducibles h debe ser unitario; si h es unitario,

h es una constante del cuerpo de |os coeficientesy como f, g tienen e mismo grado (por
qué?) y f esmdnico, sigue que € coeficiente del término de grado maximo de g esh
pero como g es monico entonces debe ser h=1.

Ejercicio E21 depag. 134 del texto :

" demuestre que en R[x] ninglin polinomio de grado impar > 1 esirreducibley que en
C[x] ninguin polinomio de segundo grado esirreducible".

Si admitimos & teorema fundamental del dgebra, esteimplica[ ver E78i , E8Qii] €
resultado pedido.

Sin admitir e teorema fundamental del agebra:

Seaf espolinomio rea de grado impar > 3, que no es restrictivo suponer monico; como

los limites de f(x) cuando x tiende , respectivamente a+ o son + o , esposible hallar
vaoresdex:a b tdesque a<b, f(a) <0< f(b)y aplicar € teoremadd valor
intermedio (Bolzano), siendo lafuncion definida por f una funcién continua; de esto
sigue que f tiene almenos un cero real y por € teoremadel resto, que f tiene almenos un
factor real de primer grado.

Para el caso de un polinomio complejo de segundo grado, es suficiente aplicar la
formula para resolver ecuaciones de segundo grado y observar que todo nimero
complgo tiene raices cuadrada [ como se puede verificar representando €l nimero en
formatrigonométrical.

Ejercicio E22 de pag. 134 del texto :

En Zg[x] : x>-x = X(x-1)(x-2)(x-3)(x-4) ; més en general entodo Z[x] , con p primo,
setiene: xP-x = x(x-1)(x-2)...(x-(p-2))(x-(p-1)) , como se puede verificar observando
que [por el teorema de Fermat] todo elemento de Z, es cero del polinomio xP-x .
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Ejercicio E23 de pag. 134 del texto :
" En Z,[x] , factorice los siguientes polinomios en producto de factoresirreducibles: "

a) x8+x +x8+x*+1 ; b) xG+xH+x3+x2+1 ; ) x16-x : d) x +xB+xH+1 .

Averiguemos previamente cuales polinomios irreducible hay, de grados 1 hasta 4 :
X, X+1 5 x24x+1 5 x3+x%H1; x3x+L s xAx3ex24x+1; xHxS+1 ;) xHx+l

a) XB+x +x0+x4+1 = (xHx3+x2+x+1) (xHx+1 ) ;

b) xB+xHx3+x%+1 = (xHx3+x%+x+1) Xx2+x+1) ;

¢) x16-x = x (x+1)(x2+x+1 ) (xHx3+x2+x+1) ;

d) x7#x6+xH+1 = (x+1)(xE+x3+x2+x+1) = (x+1)(x2+x+1 )(x*+x3+1).

Ejercicio E24 de pag. 134 del texto :
" En C[x] , hale e maximo comun divisor de los dos polinomios :

(t2%E-3)%(t) , (tD(E(E-3°" = (+2(t-3)°,
[ considerando los factore scomunes con el minimo exponente |

SE97.- ResuelvalosgerciciosE4, E5, E8, E9, E11, E12, E14, E15, delas
paginas 168 hasta 172 del texto de Lindsay Childs.

Ejercicios E4,E5 de pag. 168-169 del texto :

" halle todos |os ceros racionales de cada uno de los siguientes polinomios :

x3-x +1, x3-x-1, x3+2x+10, x3-2x2+x+15 , x'-7 , 2x2-3x+4 , 2x3-4x+3 ",
Recordando €l teoremadel restoy € hecho ques % es unafraccion irreducible que

anulaa polinomio aytagx+...ax" entonces alay y bla, resulta que ninguno de los
polinomios dado tiene algun cero racional.

Ejercicio E8 depag. 171 dd texto:

" Esposible que f(x) seareducibleen Z[x] , irreducible en Z[x] en € caso que p divida
al coeficiente del monomio de grado méximo def ?*"

Es posible; por gemplo sean p=2, f(x) = 2x2-x-1.

Ejercicio E9Q depag. 171 dd texto:

"Dé un ggemplo de polinomio ménico f(x)e Z[x] que seairreducible en Q[x] pero se
factoricemodulo 2, 3,5" .

Veriv), v) de gercicio E92 : e polinomio x#+1 esirreducible en Q[x] y sin embargo
se factoriz en todo Zy[x] en producto de dos polinomios de primer grado.

Ejercicio E11 depag. 171 de texto : "factorice x*+4 en Q[x] " .

XH+4 = XAH+AX2+4 - 4x2 = (x2+2)2-(2X)2 = (x2+2+2X) ((X2+2-2X) .

Ejercicio E12depag. 171 del texto :

"demuestre que f(x) = 2x*-8x%+1 esirreducibleen Q[x] "
recordando el gercicio E88-ii) :

x‘H‘(%) = x4-8x2+2 = irreducible aplicando criterio de Eisenstein con p=2.

62
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Ejercicio E14 depag. 172 del texto :

"demuestre que cada uno de los siguientes polinomios esirreducibleen Q[x] :"

a) xHx+1; b) x*3x+5 ; ) 3x* +2x3+4x2+5x+1 son irreducibles ya que en Z,[x]
lostres estan representados por € polinomio x*+x+1 que esirreducible en Z 5[X]

(y 2 no divide d coeficiente de x?) ; en efecto este polinomio no se anula paraningin
valor dex (e Z,) y por otra parte no es producto de polinomios irreducibles de segundo
grado en Z,[x] , yaque €l Unico polinomio irreducible de segundo grado en Z,[x] es
X2+x+1y setiene (x2+x+1)2= xHx2+1 = x*+x+1 ;

d)x® +5x%+4x+7 €) 15x°-2x*+15x2-2x+15 : actuando de nuevo en Z,[x] , observamos
que &mbos polinomios se escriben x5+x2+1 ; s este polinomio tiene alguna
factorizacion propia, necesariamente uno de los factores tiene grado 1 o 2; observemos
entonces que € polinomio dado no se anula paraningin valor de x (e Z,) y tampoco es
divisible por €l Unico polinomio irreducible de grado 2 en Z,[x] yaque
X2+x2+1=(x2+x+1)(x3+x2)+1 . Por lo tanto el polinomio dado esirreducible en Z ,5[X]
y por consiguienteen Z[x] y en Q[X] ;

Ejercicio E15depag. 172 del texto :

"demuestre que e siguiente polinomio es irreducible modulo 3 pero esreducible
modulo 2 : f(X)= xP+4x*+2x3+3x2-x+5 .

En Z,[x] setienef(1)=0 por lo cua x+1 =x-1 esun factor propio del polinomio
dado;

En Z3[x] setienef(x) = x>+x*+2x3+2x+2 ; si f(x) fuese reducible, deberia tener
almenos un factor irreducible de grado uno o dos ; en SE74 sehall6 que hay tres
polinomios (monicos) irreducibles de grado 2 en Z4[X] : X2+X+2, X24+2X+2, X2+1 ;
Como f(0)=f(1)=f(2)=2=0 por e teorema del resto tenemos que f no tiene ningun
factor de primer grado;

por otra parte efectuando las correspondientes divisiones, obtenemos :
XO+xA+2x34+2x+2 = (X2+1) (X3+x2+2) + 2X ;

XO+xH2x3+2x+2 =( x2+x+2)x3 + 2x+2 ;

XO+xH2x3+2x+2 = (x2+2x+2)(x3+2x2+2x+1)+2x de lo cual sigue que ninguno de
los tres polinomios monicos irreducibles es factor de f(x), asi que en definitivaf(x) es
irreducibleen Z5[x] .

SE98.- Ejemplo de polinomio con coeficientes reales que se factorice en un producto de
3factoresirreducibles en R[x] y en producto de 5 factoresirreducibles en C[x] :

X(X2+1)(x2+2).

E99.- Digacua es e nimero minimo y cual es el nimero méximo de factores
irreducibles en que puede factorizarse un polinomio de grado 17 en R[X] .
minimo 9, maximo 17.

E100.- Dé un gjemplo de polinomio ménico, con coeficientes enteros que sea
irreducibleen Z[x] pero reducibleen Z,5[X] .

X2+23
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E101.- Averigue (y justifique) si 1os siguientes polinomios son 0 No son
irreduciblesen Q[x] :

) x4+% x3+10x2 + 45 es asociado de 3x#+5x3+30x2+135 y esirreducible como se
congtata aplicando € criterio de Eisenstein con p=5;

i) 309867.x2+20000123.x+ 4056781 se escribe x2+x+1 en Zo[x] por locual resulta
ser irreducible.

E102.- Factorice los siguientes polinomios en producto de factores
irreduciblesen Z[x] :

i) f(X) = 2x4+x3+6x2+9x+3 ; posibles ceros racionales son +1, +3, i-%' : i%

y sehallaquef(- 3)= 0 delo cud sigue:

2XHx3+6x2+9x+3 = (2x+1)(x3+3x+3) Yy estaes lafactorizacion pedidaya que e
polinomio x3+3x+3 esirreducible [Eisenstein con p=3] ;

i) g(x) = 5x4+x3+6x2+9x+3 ; posibles ceros racionales son +1, *3, i-% , i% sin
embargo ninguno de ellos anulaa polinomio dado.

Por consiguiente, si g(x) es reducible sera producto de dos polinomios irreducibles de
grado 2 : g(x)=a(x)b(x) con

a(x) = agragx+ax2 , b(x)= by+byx+byx2;

Ex4+x3+6Xx2+9x+3= ayby+(agh;+aybg)x+(agh,+a, by +a,b)xZ;

aghy=3 = uno de |os dos factores (y uno solo) es =3 ; seapor g. 8,=3, by=1;

[nota: si fuese ay=-3, by=-1 bastaria considerar |0s opuestos de los dos polinomios a, b];
(8ghytaybg) =9 = ayby=9- ayb; = 3(3 - b;) = miltiplo de 3 = &= mdltiplo de 3;
(8ghytagb+ahp)=6 = ayby= 6 - (agh,+ayby)= mlltiplo de 3 = a,= mdltiplo de 3
por lo cual todo & polinomio a(x) resultaria ser maltiplo de 3, o cual no es posibleya
que por gjemplo tendriamos 5 = ay)b,= multiplo de 3, lo cua no se cumple.

En conclusién el polinomio 5x4+x3+6x2+9x+3 esirreducible.



